Olimpiada de Matematica —etapa localia- Galati
13 februarie 2010
Clasa a XI-a
SOLUTII

4 6
Problema 1. Si se rezolve, in mulfimea M, (R) , ecuatia: X = (8 12] :

Florin Antohe, profesor, Galati

Solutie:
det(X2°10)=0 ; det(X %)= (det (X)) =0= det(X) =0 .
b
Fie X:(a d],a,b,c,deR, cu det(X)=a-d—b-c=0.
c

Din relatia Cayley-Hamilton , rezulta ca

b b
X210 = @4ay?™® | C 7o (mx P17
c d c d

Obtinem sistemul:
(a+d)™a=4
(a+d)™b=6
(a+d)**c=8
(a+d)*™d=12

1
Din prima si ultima ecuatie, rezultd ci: (a+d)*'"° =16, de unde a+d =162, deci
2009
(@+d)™ =16™0 = p
Inlocuind in cele patru relatii, obtinem :

azi;bzg;c=§;d=2
p

p p p

(4 6 2009
Deci solutia ecuatiei este : X =— , p=162010
L8 12

Problema 2. Fie X,Y,Z € M (R), matrice care comuta doua cate doua, astfel Incat
(X =Y)(Y—Z)=0,. Sa se demonstreze ci det((X ~v) +(r-z) -|—(Z—X)4) >0.

Dumitru si Rodica Balan, profesori, Galati

Solutie: Notim X —Y =A, Y—Z =B, A,BeM,(R). Rezultd
A+B=X-Y+Y-Z=X-Zsi AB=(X-Y)(Y-Z)=0,.



Cum matricele X,Y,Z comuta doud cate doud, obtinem AB=(X —Y)(Y-Z)=
=XY-XZ-Y +YZ=YX-ZX -Y*+ZYsi BA=(Y-Z)(X-Y)=
=YX —-Y*—ZX +7ZY, deunde AB=BA= O, (deci matricele A si B sunt comutabile).
Apoi, A’B* = A(AB)B= A(BA)B=(AB)(AB)=(AB)’ =(BA)' = B(AB)A=
= B(BA)A=(BB)(AA)=B’A’.
Avem:
det((X —¥)' +(Y=2)' +(Z - X)'| = det[A* + B* +(A+ B)') =
[<A2 B*) —24°B° +[(A+B)2r] = det(<A2 +B2) —2(AB) + (A2 +2AB+BZ)2) _
((A +B) —2.07 +(A® +20, +Bz)2) = det((A2 +B) +(A° +Bz)2) -
= det(z(A2 + Bz)z) — -det((A2 + Bz)z) =2 (det(A”+ 192))2 >0.

Problema 3.

Fie sirul de numere reale (x,) ., definit astfel: x, > 1, x,; = - ,VneN.

a) Si se studieze convergenta sirului (x,, )

b) Sase calculeze lim n’ -(\/Z—l).

n—oo

neN”’

Mihai Totolici, profesor, Galati
3-(xn —xn_l) .
(xn + 2) . (xn,l + 2)

Se demonstreaza prin inductie matematica ca x, > 0,¥n € N= (x,) _ sir marginit

Solutie: a) x, | —x, =

inferior.(1)
Asadar, sgn(xn+l—xn):sgn( —X,_ 1):sgn(xn,l—xn,z):...:sgn(xl—xo),
2-x9+1 1—xp
—xy =
XO+2 X0+2

< 0, pentru x, >1.Deci (x,) _ este strict

unde x; —xp = o

descrescator.(2)

Din (1) si (2) Th—'W>(xn >n€N este convergent.

b) Prin trecere la limita in relatia de recurentd rezultd lim x, =1 .(*)

n—oo
A _ _ 1 _1 n’ —(*
Jim (1) =[0r0c]= fim g =5 fim =
x, —1

n



2-xn71-|—1_1: x,1—1

Apoi, x, —1= , deci
xn71+2 anl-i_2
sgn(x, —1)=sgn(x,_; —1)=sgn(x,_, —1)=sgn(x,_3—1)=..=sgn(xy—1)=+1.
Asadar, x, >1,Vn €N . Deci, ( J este sir strict crescator si nemarginit
Fn = neN
superior.
_ 2 (LemaS—C)y <n+1>2_n2
L e S S
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=—- lim =—- lim =
2 n—oo Xy — Xpq1 2 n—oo x _2'xn+1
"ox,+2
2
L. (2n+1)-(x,—1)" 1 i (2:n+1)-(x,—1) _
2 n—oo xs—l 2 n—oo Xn—l—l
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Problema 4. Fie functia f:[0,1] —>[0,0) care are proprietaile :
a) (V)a,be0,1] astfel incat a+b<1= f(a) + f(b) < f(a+b).

b) f(h=1.
Se cere:
1) Sa se determine max f(x) si min f(x);
x€[0,1] xe[0,1]

2) Sa se demonstreze ca functia are limite laterale finite in orice punct x, € (O,l) ;
3) Sa se construiasca o functie cu proprietatile a) si b).
Constantin Ursu, profesor, Galati
Solutie: 1. Din ipotezd, rezultd cd f (x) =0, Vxe [0,1] (1)
Dacd a=b=0= f(0)+f(0)< f(0)= f(0)<0 (2)

Din (1) si (2), rezultd f(0)=0= min f(x).
xe[0,1]



Dar Vxe [0,1] = 1-xe[0,1] six+(1-x)=1<1.

Asadar, f(x)+f(1-x)<f(1)=1= f(x)<1= max f(x)=f(1)=1.
xe[0,1]

2.
Fie x,ye [0,1] astfel incat x < y <1; x+(y—x)=y= f(x)+ f(y—=x)< fF(y)= fF(x) < f(y).
Deci functia f este monotona.
Fie x; x;,x3€ (0,1): f(xl),f(xz),f(x3)e (0,00).
Presupunem cd x; < x, < x3. Sa demonstrdm cd f (x, —0) sif (x, +0) sunt finite.
Fie functia f este crescatoare .
Dacdx <x<x, = f(x)< f (%)< f(x);
Dacd x, <x<x3 = f (%)< f(x)< f(x3).
Prin trecere la limita in ambele inegalitati, se
obtine: f (x)< lim f(x)< f(x,) sif (%)< lim f(x)< f(x;).Asadar,
/%, Ny
f(x,=0) sif (x,+0) sunt finite.

Rezultd ca functia f are limite laterale finite in orice punct x, € (0,1).

3.
0, xe {O,l}
2

1, xe (l,l}
2

Se demonstreaza ca functia f verifica proprietdtile a) si b).

f:[0.1] = [0,e0), f (x) =



